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SaZetak — Dekompozicije tenzora su vaZan alat u
modeliranju i analizi viSedimenzionalnih podataka i
signala. Posebno su vazZne dvije vrste modela Kkoje
moZemo smatrati poopéenjem dekompozicije
singularnih vrijednosti: kanonski poliadski model
(CPD) i Tucker model. U ovom radu su opisani
navedeni modeli i odgovarajué¢i algoritmi za
dekompoziciju. Prikazana je i dekompozicije tenzora na
problemima izdvajanja znacajki za klasifikaciju bolesti
iz proteinskih profila i klasifikaciji melanoma iz RGB
slika.

Kljuéne rijeci — Dekompozicija tenzora, multilinearna
analiza, analiza visedimenzionalnih podataka.

l. Uvob

U modernim primjenama ¢esto Se  pojavljuju
viSedimenzionalni podaci. Prirodan prikaz takvih podataka
su tenzori, koje moZemo smatrati viSedimenzionalnim
poljima. Pojam tenzora je poopCenje pojma vektora i
matrice, pa je time i analiza podataka temeljena na
tenzorima poopc¢enje dvodimenzionalnih pristupa, odnosno
metoda za faktorizaciju matrica kao S§to su faktorska
analiza, analiza nezavisnih komponenti, faktorizacija
nenegativnih matrica ili analiza rijetkih komponenti.
Podaci prikupljeni raznim eksperimentima prirodno tvore
viSedimenzionalna  polja  podataka, primjerice U
psihometriji, neuroznanosti, kemometriji, racunalnom vidu
ili analizi druStvenih mreza. Takvih podatci se cesto
dekomponiraju u odgovarajuci tenzorski model ¢ime se
dobiva bolja interpretacija latentnih faktora. Pristup opisa
podataka modelom manje kompleksnosti je cest u
rjesavanju raznih problema, poput uklanjanja Suma,
smanjenja dimenzionalnosti, slijepe separacije signala,
strojnog uéenja ili raspoznavanja uzoraka [1].

Dekompozicije tenzora vuku korijene u radovima
Hitchcocka iz 1927. godine [2], [3], dok je Catell donio
prve ideje za modele viseg reda 1944. godine [4], [5].
Navedeni radovi nisu bili primijeceni sve do 60ih i 70ih
godina kada su Tucker [6], [7], [8], Harshman [9] i Caroll i
Chang [10] objavili vazne radove u podru¢ju analize
tenzora. Svi navedeni radovi objavljeni su u
psihometrijskim casopisima, ali im je vidljivost rasla i
tenzori su se poceli koristiti i u drugim podru¢jima kao Sto
je primjerice kemometrija [11], [12]. Posljednjih godina
tenzori su postali iznimno popularni u analizi signala i

slika, numeri¢koj linearnoj algebri, racunalnom vidu,
numeri¢koj analizi, analizi grafova, komunikacijama i
drugim podru¢jima. Posebno zanimljivo podrudje primjene
zadnjih godina je u odabiru znaéajki. Dekompozicije
tenzora se koriste u predobradi podataka prije klasifikacije
kao metoda za izdvajanje diskriminativnih latentnih
znacajki i istovremeno smanjenje dimenzije uzoraka [13],

[14], [15], [16], [17], [18], [19].

Modeli koji se najcesée koriste su kanonska poliadska
dekompozicija (eng. Canonical Polyadic Decomposition,
CPD) i Tuckerova dekompozicija koji se mogu promatrati
kao poopéenje dekompozicije singularnih vrijednosti (eng.
Singular Value Decomposition, SVD) i analize glavnih
komponenti (eng. Principal Component Analysis, PCA). U
praksi se primjenjuju u raznim varijantama uz dodatna
ogranic¢enja kao §to su primjerice nenegativnost ili rijetkost
pa ne vrijedi potpuna analogija sa SVD ili PCA, ali se
pokazuju iznimno korisnima [1]. Takoder postoje razni
programski paketi za rad sa tenzorima [15], [20], [21], [22],
[23]. Detaljan pregled dekompozicija tenzora i njihovih
primjena moze se naci u [24], [1], [25].

U ostatku rada dan je pregled osnovnih pojmova vezanih za
tenzore i elementi tenzorske algebre. Predstavljeni su
osnovni modeli za dekompozicije tenzora i njihove
varijacije te su opisani tipi¢ni algoritmi Kkoji se koriste u
analizi. Dani su primjeri primjene dekompozicija tenzora u
izdvajanju znacajki.

Il. TEORIA

U ovoj sekciji je dan kratki pregled osnovnih pojmova
multilinearne algebre, te su opisani modeli tenzora i tipi¢ni
algoritmi za dekompoziciju. U nastavku ¢emo skalare
oznadavati malim slovima (npr. x), vektore malim
podebljanim slovima (npr. x), matrice velikim podebljanim
slovima (npr. X), a tenzore viseg reda velikim podebljanim
i podcrtanim slovima (npr. X).

A. Osnovi pojmovi i ratunanje s tenzorima

Tenzor je viSedimenzionalni ekvivalent vektora i
matrice i mozemo ga predstaviti viSedimenzionalnima
poljem brojeva. Red tenzora jednak je broju indeksa
potrebnih za indeksiranje njegovih elemenata. Primjerice,
skalar mozemo smatrati tenzorom reda 0, vektor tenzorom
reda 1 a matricu tenzorom reda 2. Tenzori reda veceg ili
jednakog 3 nazivaju se tenzorima viSeg reda. Formalno,



tenzor reda N mozZemo definirati kao N-linearnu formu.
Neka su V), .., V™ konatnodimenzionalni vektorski
prostori nad poljem K, sa dimenzijama I, ...,Iy. Tada
elemente vektorskog prostora VIV o ..o V¥ =oN_ y(V
nazivamo tenzorima, gdje o oznadava tenzorski (vanjski)
produkt vektorskih prostora’. Elemente tog vektorskog
prostora dimenzije [IN_, I, nazivamo tenzorima. Tada se
svaki tenzor T moze se prikazati u obliku
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gdje su { (")} baze svakog od vektorskih prostora V), a

ti,..iy € K koordinate tenzora 7 u odabranim bazama. Uz
fiksni odabir baza svaki tenzor mozemo jednoznacno

predstaviti N-dimenzionalnim poljem elemenata iz K

T = (t;,.1,) € KXV (1)
¢ije su komponente koordinate tenzora. Ovaj nacin
predstavljanja tenzora ponekad se naziva hipermatricom
[26]. Ako napravimo promjenu baze na prostorima V™,
definiranu sa e™ = QM&™ za neke matrice Q™
ne{l,..,N} tada dobivamo nove koordinate tenzora T
koje mozemo zapisati preko koordinata u pocetnoj bazi kao
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pa vidimo da drugaciji odabir baza znaci i drugi prikaz
tenzora® [27]. Iz navedenoga je jasno da tenzor prirodno
definira multilinearni operator a njegov zapis (1) opisuje
djelovanje tog operatora u odredenoj N-torci baza, na isti
nacin kao Sto matrica definira linearni operator izmedu dva
vektorska prostora u zadanom paru baza [28]. Medutim, u
ovom radu tenzori se promatraju u prvom redu kao
viSedimenzionalna struktura podataka. Stoga ¢emo u
nastavku pod pojmom tenzor podrazumijevati strukturu u
obliku (1), i promatrati ¢emo iskljucivo realne tenzore, tj.
tenzore ¢ije su komponente realni brojevi.

Svaki indeks u tenzoru nazivamo mod, a dimenzija
pripadnog moda je broj razlicitih vrijednosti koje taj indeks
moze poprimiti [29]. Unutar tenzora mozemo indeksirati
podtenzore ograni¢avanjem pojedinih indeksa. Primjerice,
za tenzor X = (x,;,;,) € Rz reda 3 mozemo
fiksiranjem indeksa u modu 1, 2 ili 3 definirati podtenzore
kao Xi,=n = Xun. ili Xis=n = Xin-
Primjetimo da su u tom sluéaju dva indeksa slobodna pa su
podtenzori zapravo novi tenzori reda 2, odnosno matrice.
Posebno za slucaj tenzora reda 3 te podtenzore nazivamo
horizontalnim, lateralnim i frontalnim odsjeccima. Takoder
mozemo definirati i vektore po modu n na nacin da
fiksiramo sve indekse osim jednoga, npr. vektor u modu 1
se dobije kao x. Analogno za tenzor reda N moZemo

Aj=n = X

HOIEN

L Vektorski prostor VD o ..o V™ mozemo zamisliti kao skup svih
linearnih kombinacija tenzorskih produkata elemenata iz svakog od
prostora.

2 Ovaj multilinearni izraz se u literaturi Gesto zapisuje kao T =

Q®,..,.q™)-T.

definirati podtenzore reda manjeg ili jednakog N. Na slici
Slika 1 su prikazani primjeri podtenzora za tenzor reda 3.

Az222 b c

S 5 S S

Slika 1: Primjeri podtenzora. Vektori tenzora u (a) modu 1, (b)
modu 2, (¢) modu 3; i (d) horizontalni, (e) lateralni i (f) frontalni
odsjecci.

Cesto je korisno prikazati tenzor u obliku matrice. Stoga
definiramo matricizaciju tenzora po modu n kao matricu
X € RI*Me=1 kxn Tk koja se dobije tako da vektore iz
moda n sloZimo kao stupce u matricu X,). Poredak kojim
se vektori iz moda n preslikavaju u stupce nije bitan, dok
god se isti poredak koristi u svim izrac¢unima [25], [1]. Na
primjer, matricizacijom tenzora treéeg reda po modu 3
dobivamo matricu X3y € R3*1'z sa stupcima jednakima
X;,i,.- Ako matricu A € R/ promatramo kao tenzor

drugog reda tada vrijedi A;y) = A, A,y = AT.

Skalarni produkt dva tenzora istog reda i jednakih
dimenzija X, Y € RIx*2%--XIN definira se kao
X, Y) =Z le 1 ZLN 1 Xiyiy iy Yigipin

dok je norma tenzora inducirana tim skalarnim produktom
jednaka  ||X|| = (X,X). Ovako definirana  norma
kompatibilna sa Frobeniusovom normom u matri¢nom
slucaju. Takoder je korisno primijetiti da vrijedi ||§|| =
[Xawll, za bilo koji ne{1,..,N}, gdie je Il
Frobeniusova norma.

U radu s tenzorima pojavljuju se razne vrste produkata
tenzora, matrica i vektora. Vanjskim produktom tenzora
X € Rivxkx-XIn j Y € R/1*J2%-XIM dobivamo novi tenzor

Z=XoYE ]RllxlzX...XINX]1X]2X...X]M

¢iji su elementi dani sa

ZitininNjriz M —

Xijigin " Vjijzim:
Poseban slu¢aj je vanjski produkt dva vektora a € R! i
b € R/ ¢ime dobivamo matricu ranga 1

A=aob=ab” € R*.
Opéenito, vanjskim produkt N vektora a®™ € R»,n €
{1, ..., N} dobivamo tenzor
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sa elementima z; ;, ;, = al(l)- f;) : ...-al.(N). Za tenzor

koji mozemo prikazati kao vanjski produkt vektora kazemo
da je tenzor ranga jedan [25], [1]. Kroneckerov produkt
matrica A € R/ i B € R™*R je matrica

a

a;1B
AQRB=
anB

a,;B
€ RITXJR
a;B

Khatri-Rao produkt se definira za matrice koje imaju
jednak broj stupaca kao

A®B = [a® @ b®,a® @ b®, .., a») @ bV)] € R/

gdje su A=[a®,a®, . aP] e R i
B=[b®,b®@,.. ,bP] eR™. Hadamardov produkt za
dvije matrice jednakih dimenzija je produkt po elementima
oznacen se sa ®, i definiran je kao (A ® B);; = a;;b;;.
Svojstva navedenih produkata se mogu pronaci u [1].

Produkt tenzora X € Rix*2*-XIN j matrice A € R/»*I» po
modu n oznaéava se sa

Y=X xn A€ R11X12X---Xln—IX]nXITHlX---XIN (3)
i po komponentama je definiran kao
—_v'n
Vijip.in—1jnins1-in — Zinzl Xijip.iynin -

Cesto se produkt tenzora i matrice po modu n prikazuje
koriStenjem matricizacije i matricnog mnozenja kao

§to je samo drugaliji zapis izraza (3). Tenzor mozemo
mnoziti matricom po vise modova i vrijedi

(X X, A) X, B= (XX, B) X, A =XX, AXp,B,

zam # n. U slucaju da mnozimo uzastopce po istom modu
vrijedi (X x, A) X, B =X x, (BA), gdje se
podrazumijeva da matrice A i B imaju prikladne dimenzije.
Detaljniji opis svojstava mnoZenja moze se naci u [1].

U primjenama se Cesto susreéu posebne vrste tenzora.
Ranije smo definirali tenzor ranga jedan kao tenzor reda N
koji se moze prikazati u obliku (2). Tenzor nazivamo
kubi¢nim ako ima istu dimenziju u svakom modu, odnosno
X € RI*-XIKubi¢ni tenzor nazivamo simetri¢nim ako
su mu elementi jednaki za sve permutacije indeksa, tj. ako
& Xijiy.iy = Xn(iyiy..iy) 28 SV€ iy, .., iy € {1,...,1}, gdje
w(iyi, ...iy) oznafava proizvoljnu permutaciju skupa
indeksa [30]. Za proizvoljni tenzor X € Rft*/z%--xIn
kazemo da je dijagonalan ako mu za elemente vrijedi

Xijiy..iny # 05aM0 ako je iy =iy = -+ = iy.

Posebno je vaZzan pojam ranga tenzora. Podsjetimo se prvo
definicije ranga matrice. Rang po stupcima matrice
A € R™ je najveéi broj njenih linearno nezavisnih
stupaca, odnosno dimenzija slike ako matricu promatramo
kao linearni operator izmedu vektorskih prostora.
Analogno se definira rang po retcima, kao najveéi broj
linearno nezavisnih redaka matrice A. Za matrice vrijedi da
su rang po stupcima i rang po retcima jednaki pa ih zovemo
zajednickim imenom rang matrice A i oznacavamo sa
r(A), te vrijedi r(A) < min{l,J}. Ekvivalentna definicija
ranga matrice dana izrazom

r(A) =min{r : A=3Y_,uv/ ,u; R, v; €
R/}, 4)
odnosno kao najmanji broj matrica ranga 1 takvih da je
njihova suma jednaka matrici A. Opcenito, prikaz matrice u
obliku (4) nije jedinstven. Jedinstven prikaz matrice u
obliku sume matrica ranga 1 se moze dobiti samo uz
dodatna ogranic¢enja na vektore u; i v;. Definiramo k-rang
matrice A kao maksimalni broj k takav da je bilo kojih k
stupaca te matrice linearno nezavisno i oznacava se sa
k(A). Ocito vrijedi k(A) <r(A). Matrica A ima nul-
stupac ako i samo ako je k(A)=0 i A sadrz
proporcionalne (kolinearne) stupce ako je k(A) = 1 [31].

Rang tenzora X € RI1*/2%-XIN definiran je kao najmanji
broj tenzora ranga jedan ¢ija je suma jednaka pocetnom
tenzoru [2], [32], odnosno izrazom

r (X) = min{r X=X, agl) ° agz) 0.0
™) ®)
a"}

Ovako definiran rang oznacavati ¢emo sa 7,(X). lako je ova
definicija ranga tenzora analogna definiciji ranga matrice
(4), svojstva im se bitno razlikuju. Primjerice, za razliku od
matricnog ranga ne postoji jednostavan algoritam za
odredivanje ranga tenzora. Stovise, taj je problem NP-tezak
[33], [34]. Za razliku od matri¢nog slucaja, rang tenzora
viseg reda nije odozgo ograni¢en dimenzijama u pojedinom
od modova. Takoder, rang tenzora ¢iji su elementi sluc¢ajni
brojevi ne dostize nuzno teoretski maksimalni rang za
tenzor odredene dimenzije [12]. Promatranjem tenzora &iji
elementi su sluéajni brojevi iz neke neprekinute distribucije
definira se tipicni rang i genericki rang. Tipi¢ni rang
tenzora je svaki onaj rang koji se pojavljuje uz vjerojatnost
vecu od nule. Ako postoji samo jedan tipi¢ni rang koji se
pojavljuje uz vjerojatnost 1 tada ga nazivamo generickim
rangom [27], [28].

Postoje i druge definicije ranga za tenzore. U analizi
tenzora &esto se koristi multilinearni rang koji proizlazi iz
interpretacije tenzora kao linearnog operatora. Opcenito,
tenzor X reda N definira 2¥ — 2 netrivijalnih linearnih
operatora [28]. Posebno, linearni operator sa prostora
oN_1 1xn V® u prostor V™ definiran je upravo matricom
Xy, 0dnosno matricizacijom tenzora X po modu n. Tada
rang u modu n tenzora X definiramo kao rang matrice X,



i oznatavamo sa 7, (X). Multilinearni rang tenzora reda N
definira se kao N-torka koja se sastoji od rangova svakog
od modova i oznacava se sa

rp(X) = (n (%), 2 (X), .., 7w (X))-

Definicija multilinearnog ranga analogna je definiciji ranga
po stupcima i ranga po retcima za matrice. Kod matrica su
rang u modu 1 (rang po retcima) i rang u modu 2 (rang po
stupcima) isti i jednaki su rangu definiranom preko (4).
Kod tenzora rangovi po modovima u opéem slucaju nisu
isti. Postoje i druge definicije ranga za tenzore, npr.
simetri¢ni rang i nenegativni rang [28], [25], [35].

B. Multilinearni modeli
Pretpostavimo da imamo zadane podatke u formi tenzora X
reda N. Obi¢no u analizi zelimo te podatke prikazati
koristenjem nekog modela. Koristenjem modela X podatke
mozemo zapisati kao

X:

(>4

+E,

odnosno vrijedi

>
Q
(>

U tom slu¢aju X predstavlja strukturni dio podataka koji je
opisan odabranim modelom, dok je sa E opisan rezidual
odnosno dio varijacije unutar podataka koji odabrani model
ne moZe opisati. Obi¢no se model X sastoji od niza faktora
koje koristimo za koncizan opis informacije u izvornim
podacima. Kod bilinearnih ili multilinearnih modela faktori
su linearne kombinacije izvornih podataka. U analizi
viSedimenzionalnih podataka Cesto su koriStene matricne
tehnike, primjerice analiza nezavisnih komponenti (eng.
Independent Component Analysis, ICA), faktorska analiza
(eng. Factor Analysis, FA) ili faktorizacija nenegativnih
matrica (eng. Nonnegative Matrix Factorization), medutim
to moze dovesti do gubitka informacije ili krive
interpretacije  faktora [1], [24]. Dva najvaZnija
multilinearna modela koja se koriste u praksi su kanonska
poliadska dekompozicija (CPD) i Tuckerov model koji su
predstavljeni u nastavku.

Zbog jednostavnosti neki su rezultati predstavljeni za
tenzore reda 3, iako vrijede u opéem slu¢aju. U ostatku
sekcije X oznacava tenzor reda 3, odnosno X € R>/*K ako
nije drugacije navedeno.

C. CPD model

Prvo  predstavljanje  modela  kanonske  poliadske
dekompozicije (CPD) je u radovima Hitchcocka [2], [3] i
Catella [4] ali je postao Sire poznat tek nakon radova
Harshmana (pod nazivom PARAFAC) [9] i Carolla i
Changa (pod nazivom CANDECOMP) [10]. CPD model
dekomponira tenzor u sumu tenzora ranga jedan. Za tenzor
X € R*/*K reda 3 CPD model zapisujemo kao

sz=2113:1ar°br°crl (6)

gdje je R pozitivan cijeli broj, a, € R/, b, € R/ i ¢, € R¥
zar € {1, ..., R}. Na razini elemenata CPD model moze se
zapisati kao

~ VR
xi,j,k ~ Zr:l airbjrckr’

za sve i€{1,..,1}, je{1,..,J} i ke{1,..,K}. CPD
model je ilustriran na slici Slika 2.
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Slika 2: llustracija CPD modela za tenzor reda 3.

Vektore iz svakog od modova mozemo grupirati u matrice
A = [a,,a,, ..., ag], B = [b,,b,,...,bg] i C=
[ci, €y, ..., cg] koje nazivamo faktorskim matricama dok
same vektore zovemo faktorima. Koristenjem produkta
tenzora i matrice CPD model se moze zapisati kao

X~=X=1Ix%x;AX,BX;C(, 7
gdje je I € RR*R*R dijagonalni tenzor reda 3 sa jedinicama
na dijagonali. Takoder je koristan prikaz CPD modela u
matriciziranoj formi za svaki od 3 moda

X ~ A(COB)T,
X =~ B(COA)T,
X =~ C(BOA)T.

Za tenzor reda 3 ponekad je prikladno zapisati CPD model
preko frontalnih odsjecaka kao

X, ~ X, = AD®B,

gdje su X,, X, frontalni odsjedci pripadnih tenzora,
indeksirani sa k, a D® = diag(c,) dijagonalna matrica
koja na dijagonali ima k-ti redak matrice C, za k €
{1,...,K}. 1z navedenih prikaza jasno je da je model
ograni¢en u smislu da i-ti faktor iz jednog moda moze
medudjelovati samo sa i-tim faktorom iz ostalih modova, te
zajedno tvore tenzor ranga jedan.

Ideja CPD modela je aproksimirati tenzor X modelom,
odnosno tenzorom, ranga R. Drugim rije¢ima zelimo
strukturni dio varijacije unutar podataka prikazati kao sumu
R tenzora ranga jedan, kao u (6). U slu¢aju da je tenzor X

upravo ranga R vrijedi jednakost
X= Z$=1 a,ob, oc,. 8

Kazemo da je (8) dekompozicija ranga (eng. rank revealing
decomposition). Interesantno svojstvo tenzora viseg reda i
ranga R je da je njihova dekompozicija u obliku (8) ¢esto



jedinstvena. Primijetimo da u matriénom sluéaju prikaz
proizvoljne matrice kao sume matrica ranga 1 nije
jedinstven bez dodatnih ogranicenja. Neka je A € RI*J
matrica ¢ija dekompozicija ranga ima oblik

A=UVI =YF u,ov,.

Tada mozemo uzeti bilo koju ortogonalnu matricu W €
RF*R i konstruirati drugu dekompoziciju kao A =
(UW)(VW)T. Dekompozicija ranga za matricu jedinstvena
je samo u slufaju dodatnih ograni¢enja, kao npr.
ortogonalnost (SVD dekompozicija).

S druge strane CPD dekompozicija (8) jedinstvena je do na
permutaciju i skaliranje stupaca faktorskih matrica uz puno
slabije uvjete. Najpoznatiji dovoljan uvjet za jedinstvenost
CPD dekompozicije (8) predstavljen u Kruskalovim
radovima [32], [36] je

k(A) + k(B) + k(C) = 2R + 2.

Opcenito, za tenzor X reda N i ranga R imamo CPD
dekompoziciju

XR=3fa0a o 0a”,

a dovoljan uvjet za jedinstvenost [37] dan je sa

YN k(A™)=2R + (N -1). ®©)

Navedeni uvjet ne moze biti zadovoljen za R = 1, ali za taj
slu¢aj jedinstvenost je dokazao Harshman [38]. U radu [39]
pokazano je da su navedeni uvjeti ujedno i dovoljni za
R=2 i R=3. U oplem sluaju, nuzan uvjet za
jedinstvenost je, [40],

Mming-; y7(AYO ... OAVEAMD  ©AM) =R,

Kako vrijedi r(A®B) < r(A ® B) < r(A)  r(B), moze

CPD dekompozicije

ming_q, n (levnﬂ T(A(m))) = R.

m¥n

U praksi, kada realne podatke opisujemo CPD modelom,
pretpostavljamo da je rang strukturnog dijela varijacije
(ponekad se naziva pseudo-rank) relativno mali u odnosu
na stvarni rang podatkovnog tenzora (tj. njegov tipi¢ni
rang) [41]. Spomenimo samo da je problem aproksimacije
tenzora ranga R drugim tenzorom ranga k < R (eng. low
rank approximation) bitno slozeniji nego ekvivalentni
problem u matri¢nom okruzenju. Za detaljniju diskusiju
pogledati [25], [28], [27], [35], [42] i reference u
navedenim radovima.

Algoritmi za dekompoziciju.

Pretpostavimo da imamo tenzor X € RP/*K reda 3 i
nepoznatog ranga. Od ranije je poznato da ne postoji
efikasan algoritam za odredivanje ranga tenzora [33], [34],
pa se postavlja pitanje odredivanja broja faktora za CPD
model. U praksi se navedeni problem veinom rjesava
heuristikama. Primjerice, radi se dekompozicija izvornog
tenzora u CPD modele sa razli¢itim brojem komponenti i
odabere se onaj model koji je najbolji po nekom kriteriju.
Najcéesce se kao kriterij bira neka funkcija reziduala, npr.
norma, ali u slucaju kada je u podacima prisutan veci udio
Suma sami reziduali nisu pogodan kriterij. U [43] je
predstavljena metoda za odredivanje broja komponenti pod
nazivom CORCONDIA koja koristi ¢injenicu da se u (7)
pri idealnoj CPD dekompoziciji nalazi dijagonalni tenzor.
Takoder, moguce je koristiti DIFFIT metodu [44], [45] ili
heuristiku baziranu na konveksnoj ljusci [46]. U principu
ne postoji optimalna metoda za odredivanje broja faktora u
modelu nego se u kontekstu odredenog problema obic¢no
koristi konsenzus vise metoda.

Neka je broj faktora odreden i jednak R. Tada se problem
dekompozicije tenzora X u CPD model svodi na trazenje
tenzora (8) ranga R koji najbolje aproksimira X, odnosno
na sljedeéi problem

minagc D(X' X)v td.X=3F a.0b,cc.

Ciljna funkcija D(.,.) predstavlja mjeru blizine izmedu
dva tenzora, ¢ime kvantificiramo kvalitetu aproksimacije
izvornog tenzora X pomoéu aproksimacije X. Najéedce se
za ciljnu funkciju uzima norma razlike izmedu izvornog
tenzora i aproksimacije, te se traZi rjeSenje problema

min||X - X| (10)

Sto predstavlja nelinearnu verziju problema najmanjih
kvadrata [47], [48]. Vazno je napomenuti da ciljna funkcija
u (10) nije konveksna, S§to rezultira optimizacijskim
problemom sa lokalnim minimumima.

Najéesce koriSten pristup za rjeSavanje problema (10) je
metoda alterniraju¢ih najmanjih kvadrata (eng. Alternating
Least Squares, ALS) koju primjenjujemo tako da
pretpostavimo da su u (10) sve osim jedne matrice
fiksirane. Time se problem pojednostavljuje na linearni
problem najmanjih kvadrata. Ako pretpostavimo da su
matrice B i C fiksirane (10) se moze zapisati kao

miny|[Xq) — ACCOB)| . (11)
Kako imamo samo minimizaciju po A to je problem
najmanjih kvadrata sa eksplicitnim rjeSenjem koje se moze

zapisati kao

A =Xy[(COB)T,



gdje 1 oznacava Moore-Penrose pseudoinverz matrice.
Koristenjem svojstava Khatri-Rao produkta rjeSenje se
moze jednostavnije zapisati kao

A =X (COB)(C"C®BB)".
Za matrice B i C dobivamo analognim postupkom izraze

B = X((COA)(CTC ® ATA),
C =X (BOA)(B'B® ATA)T.

Iterativno ponavljanje proceduru estimacije svake od
matrice daje algoritam koji se obi¢no naziva CP-ALS ili
PARAFAC-ALS. Cijeli algoritam za slucaj tenzora reda N
prikazan je u Algoritam 1.

Algoritam 1: CP-ALS dekompozicija

CP-ALS(X,R)
inicijaliziraj A™ € R"*R n € {1, ..., N}
repeat
for n=1:N
A4 :®§V:1,i¢n (A(L)TA(L))
AM = X(‘I‘L)(@il:N,iin A("))VT
end

until(konvergencija)
return(A®W,A@, .., AW)

Faktorske matrice se mogu inicijalizirati koristenjem lijevih
singularnih vektora matricizacije izvornog tenzora po
pripadnom modu ili slu¢ajno. Izvodenje iteracija
prekidamo kada nema bitnog poboljsanja u ciljnoj funkciji
u uzastopnim iteracijama, nema promjene faktorskih
matrica, ciljna funkcija je blizu nule ili smo dostigli
maksimalni  broj iteracija. Algoritam je iznimno
jednostavan za implementaciju i nije racunski zahtjevan, ali
uz te prednosti dolaze i neki nedostatci. Cesto je potrebno
puno iteracija za konvergenciju, a pri tome algoritam ne
mora konvergirati globalnom pa ¢ak ni lokalnom
optimumu izvornog problema (10). U uzastopnim
iteracijama ciljna funkcija sigurno ne raste, ali najbolje $to
moZemo pouzdano reci je da se algoritam zaustavlja kada
ciljna funkcija prestaje opadati. Takoder, kona¢no rjeSenje
moze bitno ovisiti o inicijalizaciji. Razni pristupi
poboljsavaju konvergenciju i numeric¢ka svojstva CP-ALS
algoritma koriStenjem naprednijih optimizacijskih tehnika i
regularizacije [25]. U praksi se CP-ALS pokazuje kao
iznimno Kkoristan i efikasan algoritam, te po kvaliteti
rjeSenja kompetitivan naprednijim metodama za CPD
dekompoziciju u usporedbi na simuliranim i stvarnim
podacima [49], [41].

Druga klasa algoritama za CPD dekompoziciju rjesava
problem (10) koriStenjem metoda za nelinearne najmanje
kvadrate. U tom slucaju se ekvivalentna ciljna funkcija
moze zapisati u obliku

y(p) = [[Xay — ACCOBY|7, (12)

gdje je p = [(vecA)T, (vecB)T, (vecC)T]T [27]. Za razliku
od ALS pristupa u ovom slucaju se ciljna funkcija promatra
kao funkcija svih parametara CPD modela istovremeno,
odnosno gledamo utjecaj elemenata svih faktorskih
matrica. Za minimizaciju se moze koristiti obi¢na metoda
silaska gradijenta, te napredniji pristupi kao §to su Gauss-
Newton, Levenberg-Marquard (priguseni (eng. damped)
Gauss-Newton) ili nelinearni konjugirani gradijent [25],
[27], [49], [41], [50].

U praktiénim primjenama CPD modela ipak se ponekad
postavljaju odredeni zahtjevi na faktorske matrice,
primjerice  nenegativnost, koji omogucéavaju bolju
interpretaciju  dekompozicije u kontekstu odredenog
problema [1].

D. Tucker model

Tuckerova dekompozicija je opéenitiji model koji ukljucuje
CPD kao poseban slucaj. Izvorno je predstavljena u
radovima [6], [7], [8] za sludaj tenzora reda 3 i moZe se
smatrati generalizacijom analize glavnih komponenti i
dekompozicije singularnih vrijednosti za tenzore viSeg
reda. Tenzor X € R™™/>*K reda 3 dekomponira se prema
Tucker modelu kao

Kz

[><

=G X; AX,;BX;C, (13)

gdje je G € RP*@*R jezgreni tenzor (eng. core tensor) ili
krade jezgra, a matrice A € R'*F, B € R/*¢, C € RF*R sy
faktorske matrice i njihove stupce nazivamo faktorima.
Cesto se faktorske matrice biraju tako da budu ortogonalne,
pa se u tom slucaju ova dekompozicija moze gledati kao
poopéenje PCA. U Tucker modelu P, Q i R odreduju broj
faktora u modovima 1, 2 i 3. U slu¢aju kada je broj faktora
manji od dimenzije izvornog tenzora u pripadnom modu
jezgreni tenzor G mozemo smatrati komprimiranom
verzijom izvornog tenzora X. Kako se Tucker model ¢esto
koristi za kompresiju, smanjenje dimenzionalnosti te
izdvajanje znadajki obi¢no je jezgra manje dimenzije od
izvornog tenzora, tj. u kontekstu modela (13) vrijedi P < I,
Q <] iR <K (iako to u opéem slu¢aju nije nuzno). lzraz
(13) moze se prikazati neSto drugadije kao

X~ X =30 30 TR Gparapbgcy, (14)
na razini

koriStenjem stupaca faktorskih matrica, ili
elemenata kao

~ £, — VP Q R
xijk ~ xijk - Zp:l Zq=1 Zr:l gpqraipquckrv

zasvei€{l,..,1},j€{1,..,J}ik € {1,.., K} llustracija
Tucker dekompozicije prikazana je na slici Slika 3. Vidi se
da elementi jezgre odreduju razinu sprege izmedu faktora u
pojedinim modovima. Usporedbom izraza (13) i (14) sa (6)
i (7) jasno je da se CPD model mozZe promatrati kao
restrikcija Tucker modela. U slu¢aju CPD modela jezgreni
tenzor je kubiCan, i to dijagonalan sa jedinicama na
dijagonali. Korisno je model (13) zapisati u matricnom
obliku koriStenjem matricizacije



X1 = AGyH(C® B)T,
X2) =BG (CR A)T,
X(3) = CG(3)(B ® A)T

Model (13) se Cesto naziva Tucker3 modelom. Varijanta
Tucker modela u kojoj jednu od faktorskih matrica
fiksiramo kao jedinicnu naziva se Tucker2 model.
Primjerice, Tucker2 model sa jedinicnom matricom
C=1€ R¥K umodu 3 je
X~X=GX; AX;B, (15)
§to moze matriénom sluéaju zapisati u ekvivalentnom
matri¢nom obliku kao
X, ~X,=AGB", zak € {1,..,K}, (16)
gdje su X, Xy i G, frontalni odsjeéci pripadnih tenzora,
indeksirani sa k. Jasno da u ovom slufaju nemamo
smanjenje dimenzionalnosti u modu 3, tj. G € RP*@xK,

Sli¢no se dobiva i Tuckerl model, tako da se dvije od 3
faktorske matrice postave u jedini¢nu.

R
P
~ PG|le %
1 X A | =R 7
¢

Slika 3: llustracija Tucker3 modela

Analogijom imamo poopéenje za tenzor X € RI1*/zX-XIn
reda N kao

X~X=Gx; AW x, A® _xy AW, a7
gdje je G € R/M™J2X-XInv j AW g RIn¥n, |zraz (17)
mozemo prikazati u matriciziranoj formi po modu n kao

X * Xy =AMGn(AY @ .. A @ AV @
@AM

Model (17) naziva se i Tucker-N model. Postavljanjem
jedne od matrica u jedini¢nu dobije se Tucker-(N-1) model,
fiksiranjem dvije Tucker-(N-2), analogno i ostale.

Veca fleksibilnost Tucker modela posljedica je slobode u
izboru elemenata jezgre, §to donosi vise mogucnosti u
prakti¢nim primjenama. Glavni nedostatak fleksibilnosti je
$to za razliku od CPD modela u ovom slu¢aju ne mozemo
jedinstveno odrediti faktorske matrice. Ako uzmemo
regularne matrice U € RP*P tada vrijedi X =G X, A =
G' x; A', gdje je G' = G x; U nova jezgra, a A’ = AU™!
nova faktorska matrica. Analognu transformaciju mozemo

zbog multilinearnosti primijeniti za faktorske matrice u
svim modovima. U primjenama se jedinstvenost pokusava
dobiti uvodenjem uvjeta za faktorske matrice i jezgru.

Primjerice nenegativnost, rijetkost ili ortogonalnost
faktorskih matrica te odredena struktura jezgre
ograniCavaju model [1], [25], [24]. Naravno, tip

ogranienja ovisi o primjeni i tipu podataka koji se
analizira.

Algoritmi za dekompoziciju.

Prvi problem kod trazenja Tucker dekompozicije tenzora je
odredivanje dimenzija jezgre. U ovom sluCaju je taj
problem izrazeniji nego kod CPD modela jer za tenzor reda
N imamo N nepoznatih dimenzija jezgre. Razvijene su
razne metode koje Koriste matricizacije po pojedinim
modovima za odredivanje multilinearnog ranga [51], [52],
[53]. Takoder su predstavljene i naprednije metode [44],
[45], [46], ali ne postoji optimalno rjesenje, nego je model
potrebno prilagoditi konkretnoj primjeni na bazi vise
kriterija definiranih problemom koji se rjeSava. U nastavku
¢emo pretpostaviti da su dimenzije jezgre fiksirane i obi¢no
manje od pripadne dimenzije izvornog tenzora.

lako postoji mnogo algoritama za dekompoziciju tenzora
uz razne vrste ograni¢enja u primjenama su posebno Cesta
dva jednostavna algoritma: HOSVD (eng. Higher-Order
Singular Value Decomposition) i HOOI (eng. Higher-
Order Orthogonal Iteration). U obje dekompozicije
faktorske matrice su ortogonalne.

HOSVD je prvi put predstavljen [8], a detaljno je
matemati¢ki obraden u [54] i moZe se smatrati
jednostavnim poopéenjem dekompozicije singularnih
vrijednosti na tenzore viSeg reda. ldeja je predstaviti tenzor
u modu n pomocéu komponenti koje optimalno opisuju
varijaciju samo u tom modu, neovisno o drugim
modovima. Taj pristup nuzno vodi na SVD dekompoziciju.
U [54] je pokazano da se svaki tenzor X € Rit*Rx-*In
moze prikazati u obliku

X=8x;, UD x, U® _ x, uM™,

gdje su matrice U™ € R"*In ortogonalne, a jezgreni
tenzor S € R *2X-XIN ima svostvo uredenosti (||S;,=1 | =
IS; =2l = -+ = |ISi,=1,,|| = 0) i potpune ortogonalnosti
(<§in=w§in=ﬁ) =0zaa # ,8). U tom slucaju faktorske
matrice U™ sadre lijeve singularne vektore od X(n), dok
su norme podtenzora ||S; ;|| jednake i-toj singularnoj
vrijednosti od X(,,). HOSVD dekompozicija opisana je u
algoritmu Algoritam 2.



Algoritam 2: HOSVD dekompozicija

HOSVD(X)
for n=1:N
U™ = lijevi singularni vektori( X))
end
S =Xx, UDT x, U&T _ x, yWr
return(S, UM, U@, .., u™)

()
(

!

X A(]]

Medutim, u praksi nas ¢esto zanima dekompozicija u kojoj
jezgra ima manje dimenzije nego izvorni tenzor. U tom
slu¢aju zelimo izvorni tenzor X aproksimirati Tucker-N
modelom X sa multilinearnim rangom 15(X) =
UrJ2 o Jn) Uz uvjet J, <1,(X) <1, u (17). Kvaliteta
aproksimacije obi¢no se gleda kao norma razlike izvornog
tenzora i aproksimacije®, odnosno trazimo model koji je
rjeSenje problema

6 A(gf.i..r,lmm”X —X|| (18)

gdje je r5(X) = (U1, J, -, Jn)- Najjednostavniji nadin bio
bi odbacivanje elemenata u HOSVD dekompoziciji, po
uzoru na aproksimaciju nizeg ranga Kkoristenjem SVD
dekompozicije u matriénom slucaju. Taj pristup se naziva
truncated HOSVD (trHOSVD) [54], [25] i ilustriran je na
slici Slika 4 za slu¢aj tenzora reda 3, a u opcéem sluéaju u
algoritmu Algoritam 3. Tada vrijedi

X~X=Gx; AW x, A® _ x, AW
gdje A®™ = [u&”),ugn), ...,u](:)] € RinXJn

vodecih lijevih singularnih vektora iz moda n. Za razliku
izmedu izvornog tenzora i modela vrijedi ocjena

sadrze ],

r1(X) 72(X)

[X-%I < Y o Y o e

i1=J1+1 ip=Jo+1

rn(X)
2
+ Z Ui(,f,\])

in=/n+1
.. 2 . . . ..
gdje je sa al.(k") oznacena ip-ta singularna vrijednost u

modu n. Iako se na ovaj na¢in postize dobra aproksimacija,
pokazuje se da to nije najbolja aproksimacija u smislu (18)
[55].

3 Opcenito se mogu koristiti i druge mjere sli¢nosti izmedu tenzora,
primjerice « ili B divergencije [1], koje vode i na druge algoritme za
dekompoziciju.

Slika 4: Tucker3 model uz trHOSVD dekompoziciju

Algoritam 3: HOSVD dekompozicija sa odbacivanjem

trHOSVD(X, /1, /2, -, /)
for n=1:N
AW = | lijevih singularnih vektora( X))
end
G=Xx; ADT x, A@T . AWNT
return(G, AW, A@, .., AM)

Problem najbolje aproksimacije (18) svodi se na trazenje
ortonormalnih  faktorskih matrica A®™ € Rn*/n, a
optimalna jezgra dana je sa G = X x; AT . x, AMT
[55]. U tom slucaju se problem (18) moze formulirati kao

max

a1 [B X3 ADT x, ADT ¢y ACT] - (1g)

gdje su A™ € RIn*/n takve da vrijedi AWTA™ =,

Postoje mnogi pristupi za rjeSavanje problema (19).
Najjednostavniji je ALS pristup kojim dobivamo HOOI
algoritam [55]. Pretpostavimo da su sve faktorske matrice
fiksirane osim faktorske matrice u modu n. U tom slucaju
(19) se reducira u jednostavniji optimizacijski problem

max|A@TW
gdje je

WM =X (AM Q .. A QA D ® ..Q AW).
Rjesenje se dobiva SVD dekompozicijom uzimanjem ],
vode¢ih lijevih singularnih vektora od W™, Kao i kod CP-
ALS algoritma, iteracije nuzno ne moraju konvergirati

globalnom ni lokalnom minimumu, nego samo tocki
infleksije. Cijeli HOOI algoritam je prikazan u algoritmu 4.




Algoritam 4: HOOI algoritam

HOOI(X, /1,2, - JN)
inicijaliziraj A™ € R*/» n € {1, ..., N}
repeat
for n=1:N
W = X (@, izn A™)
AW = | lijevih sing. vekt.od W™
end
until(konvergencija)
G=Xx; ADT x, A@T  x, AT
return(G, AW, A, ..., AM)

Napredniji algoritam koji osigurava konvergenciju u
stacionarnu tocku ciljne funkcije predstavljen je u [56]. Za
optimizacijski problem (19) koristi se Newtonova metoda
na produktu Grassmannovih mnogostrukosti. Algoritam
pokazuje kvadraticnu brzinu konvergencije, uz nesto
sporije iteracije zbog raCunanja Hessiana. Metoda je
ubrzana koristenjem kvazi-Newton metode i BFGS
pristupa u [57]. S druge strane, opSiran opis algoritama koji
koriste nenegativnost i rijetkost moze se na¢i u [1], [58].

I11. PRIMJENE U IZDVAJANJU ZNACAJKI

Dekompozicije tenzora primjenjivane su u raznim
scenarijima za izdvajanje znacajki, primjerice u
prepoznavanju lica i tekstura [14], [58], pokreta iz slike
[59], [60], slika objekata [15], [61], pokreta iz EEG signala
[15], [19]. Ovdje c¢emo predstaviti primjenu u na
problemima Klasifikacije bolesti iz proteinskih i genskih
profila i klasifikaciji melanoma.

A. lzdvajanje znaéajki iz proteinskih profila za
klasifikaciju bolesti

Proteinski profili dobiveni spektrometrijom mase koristeni
su u dijagnostici raznih bolesti, primjerice raka prostate i
jajnika [62]. Jedan uzorak (proteinski profil) obi¢no sadrzi
veliki broj intenziteta za razli¢ite omjere mase i naboja m/z
koji predstavljaju varijable, tipi¢no 5000 do 20000. Svaki
uzorak odgovara jednom pacijentu pa je broj uzoraka
relativno mali, Cak za nekoliko redova veli¢ine manji od
broja varijabli. Zbog toga je potrebno napraviti smanjenje
dimenzionalnosti prije Klasifikacije, da bi dobili dobru
klasifikaciju koriStenjem manjeg broja diskriminativnih
znacajki. lako su dekompozicije tenzora prikladne za
analizu  viSedimenzionalnih podataka u [63] je
predstavljena metoda za izdvajanje znacajki iz 1D
proteinskih profila. U tu svrhu svaki proteinski profil
transformiran je u matricu, na nadin prikazan na slici Slika
5. Cesto se u analizi slike koriitenjem bilinearnih metoda
slike vektoriziraju, dok je ovdje koriSten obrnut postupak:
svaki proteinski profil (vektor) preslozen je u
dvodimenzionalni uzorak (matricu).

x4 X®

I
b «-qm"wmmr Al d I
Slika 5: Prebacivanje 1D uzorka x® u 2D uzorak X

Promatramo problem binarne Klasifikacije gdje jedna klasa
odgovara zdravim pacijentima (klasa -1), a druga klasa
oboljelim pacijentima (klasa 1). Pretpostavimo da se
trening skup sastoji od proteinskih profila x* € Rtz sa
pripadnim labelama ¢® € {-1,1}, k €{1,..,K}, za K
pacijenata. Za svaki uzorak radimo matricizaciju ¢ime
dobivamo 2D uzorke X € R**!2 sa pripadnim labelama
¢ Da bi za svaki uzorak izdvojili znacajke promatramo
problem zajedni¢ke faktorizacije [15]

X® ~ AF® BT zake({l,..,K}

gdje sumatrice A € R'»*J i B € R2*/ zajednic¢ki faktori, a
matrica F®) € R/*/ predstavlja dobivene znagajke za k-ti
uzorak. Na ovaj nadin uzorke sa [, -I, varijabli
prikazujemo sa J? znacajki, i obi¢no vrijedi J2 < I - 1.
Zbog jednostavnosti smo pretpostavili da je matrica F¢
kvadratna. 1z (15) i (16) slijedi da zajedni¢ku faktorizaciju
mozemo zapisati kao Tucker-2 model

KzgxlAXZBi

gdje je X € RI*12XK tenzor reda 3 ¢iji frontalni odsjecci
odgovaraju uzorcima, odnosno X, = X%. Analogno,
znadajke su frontalni odsjeéci tenzora G € R/*/*K
odnosno F® = F,. Za dekompoziciju koristimo HOOI
algoritam, iako je moguée koristiti i neke druge.
Vektorizirane znaCajke zajedno sa njihovim labelama
(f®),c®), gdie je f® =wvec(F®), koristimo za
treniranje odabranog klasifikatora. Da bi mogli procijeniti
tocnost Kklasifikacije potrebne su nam znacajke za test
uzorke, koje dobivamo koriStenjem matrica A i B naucenih
na trening skupu

~ T T
Frost = Xtest X1 A” X3 B,

gdje je tenzor X,.. € RI*2XM sadrzi M test uzoraka kao
frontalne odsjecke. Navedeni pristup primijenjen je na
problemima Klasifikacije pacijenata oboljelih od raka
prostate i raka jajnika iz proteinskih profila dobivenih
spektrometrijom mase uzoraka proteina u krvnom serumu
[64]. Oba skupa podataka sastoje se od dvije klase: (i)
zdravi pacijenti (kontrolni uzorci); (ii) pacijenti kod kojih
je rak potvrden biopsijom. Za rak prostate dostupno je 69
uzoraka bolesnih pacijenata i 63 kontrolna uzorka, dok je
za rak jajnika dostupno po 100 uzoraka u svakoj klasi.
Svaki proteinski profil je duljine 15154, pa je odbaceno
zadnjih 25 elemenata prije preslagivanja u matricu
dimenzija I; =1, = 123. Za Kklasifikaciju su KoriSteni
linearni i nelinearni SVM i kNN Klasifikator, a to¢nost
klasifikacije je procijenjena dvostrukom krosvalidacijom



uz 200 ponavljanja. Rezultati su prikazani u tablici 1 i
usporedivi su ili bolji nego rezultati prijavljeni u literaturi
[63].

B. Izdvajanje znacajki za klasifikaciju melanoma
Trenutno koristene metode za klasifikaciju koznih lezija
koriste barem jedan od tri postupka: (i) ispitivanje klinicke
slike kozne lezije kod iskusnog dermatologa; (ii) ispitivanje
morfoloskih struktura kozne lezije mikroskopijom koze;
(iii) ispitivanje spektralnih svojstava kozne lezije
kori$tenjem  hiperspektralne kamere. U navedenim
slu¢ajevima potreban je ili visokoobrazovan i iskusan
struénjak ili skup opticki sistem da bi karakterizirali koznu
leziju. U svrhu smanjenja broja nepotrebnih biopsija radi se
na metodama za automatsku klasifikaciju koznih lezija koje
bi pruzile drugo misljenje dermatologu. U tu svrhu se
koriste razne metode za analizu slike dobivene
dermoskopijom ili hiperspektralnim sustavima.

Tablica 1: Rezultati klasifikacije za proteinske profile

odredivanja je 1i lezija benigna ili maligna, odnosno
binarna Kklasifikacija malignih melanoma i benignih nevusa.

Neka imamo skup podataka koji se sastoji od K uzoraka
(RGB slika melanoma ili benignih nevusa). Svaki uzorak
mozemo predstaviti tenzorom reda 3 kao X® €

REEX20953 75 | € {1,...,K}. Kako je niska spektralna
rezolucija ogranicavaju¢i faktor kod RGB  slike,

nelinearnim preslikavanjem pove¢avamo dimenziju tenzora
po modu 3. Preciznije, svaki slikovni element (piksel)
tenzora X®® preslikavamo nekom nelinearnom funkcijom
¢p:R*>RP u D dimenzionalni vektor, odnosno

x '—>¢D(X§fi)2;)- Preslikavanjem  svakog piksela

iq1ip:
dobivamo ponovno tenzor reda 3 koji oznacavamo sa
¢p(X®) € REOX20XP  deja  sa nelinearnom
preslikavanju temelji se na Coverovu teoremu [65]. Od
svih moguc¢ih preslikavanja odabrali smo empirijsko
preslikavanje koristenjem jezgre (eng. empirical kernel

I kNN linSVM polySVM rbfSVM map, EKM) [66]. Preslikavanje definiramo kao
85.4+7.1/  91.9+5.6/ 94447/  932+5.1/
36 85i(1_i45.6 91.4+4.8 89ao_i35.9 89._7;52.1 k(vy,X)
893654/ 982428/ 983027/ 946052/ R®3x e ¢p = [ : €R”,
100 867453  95.643.6  89.2455 90347 k(vp, x)
I k=2 d=3 0=6.6
§ 90.2+54/  98.8+2.2/  97.0£3.3/  96.2+3.9/ gdje je k:R®*xR3> R realna pozitivno definitna
g 256 89i(7_i5-1 965834 90.0+54. 91049 funkcija koju nazivamo jezgra [66], a {vi,...,vp} C R3
§ 92_6;2_6 / 993116/ 98_3;;7 / Qg_:‘ﬁ'g / skup prikladno odabranih  vektora. Cijeli postupak
400 90.1+4.2 97.8+3.3 90.7+5.9 91.5+4.8 izdvajanja znaCajki prikazan je u algoritmu 5. Nakon
k=2 d=2 0=13.2 nelinearnog preslikavanja tenzor ¢p(X®)
625 9931'?;‘4_96/ 9992;?7212"29/ 9981'.94125'.11/ 9983'?2134_25/ dekomponiramo u Tucker3 model. Znacajke za
k=2 d=2 o=19 klasifikaciju dobivamo projekcijom na baze dobivene
Tucker3 modelom. Slike mogu opcenito biti razlicitih
J? kNN linSVM polySVM rbfSVM dimenzija pa se odabirom istih dimenzija jezgre za sve
" 666477137'42/ 8;1'3;65'19/ 8739'48167'52/ 8747'63156'67/ modele dobilva. j.ednak b.roj .zne.léajk% za svaku. sliku, te ih
k=12 - d=3 =4 mozemo koristiti za treniranje i testiranje klasifikatora. Za
77.0£7.0/  91.1%4.6/  90.7+4.5/  92.1+4.2/ novi uzorak (koji nije u trening skupu) na isti nacin
100 64.6+6.7 87.745.0 82.746.4 84.545.4 obavimo nelinearno preslikavanje i dekompoziciju te
£ ) ki42 ; df ; "18'2 ; elemente jezgre interpretiramo kao znaCajke. Znacajke
é 256 867'77 f65 9931'.6;:34.71/ 9835'.61 3558 9837..97 5408 dobivene na ovaj nacin su elementi jezgrenog tenzora koji
x k=4 d=3 0=14.2 povezuje faktore iz svih modova. Stoga ih je moguce
@ 85.4+5.7/  95.54£3.2/  93.443.6/  95.1£2.7/ interpretirati  kao  prostorno-spektralne znacajke, jer
400 67i(2_i:17'3 93.4+3.6 855‘_*25'5 92;111;444 objedinjuju  informacije sadrzane u prostornim i
87.8:53/ 968429/ 942:34/ 950427/ spektralnim modovima slike.
625 68i(7:i46.2 PSAS 87;11:25.7 9;=92I.18461 Algoritam 5: Izdvajanje znacajki za klasifikaciju melanoma

Osjetljivost i specifiénost u % (srednja vrijednost + standardno
odstupanje)  procijenjene  dvostrukom  krosvalidacijom.
Optimalne vrijednosti parametara klasifikatora su dane u tablici
(k-broj susjeda za KNN, d-stupanj polinoma za polinomski SVM,
o-§irina Gaussove jezgre za rbfSVM za Gaussovom jezgrom).

U idealnom slucaju automatska dijagnostika bi se trebala
raditi koriStenjem $to jednostavnijeg sustava za akviziciju
slike. Ideja je iskoristiti obi¢ne slike u boji (RGB slike) kao
preliminarni korak u klasifikaciji kozne lezije. Kako se
RGB slika moze predstaviti tenzorom reda 3 mogu se
isprobati dekompozicije tenzora kao metoda za izdvajanje
znaCajki. Prvi korak za automatske metode je problem

Ulaz: uzorak (RGB slika) X®¥) € R/1*/2x3
Parametri: EKM (o, D), dimenzije jezgre (J, J3, J3)
Nelinearno preslikavanje
X® 1 6, (X)
Tucker3 dekompozicija (trHOSVD/HOOI)
¢D(Z(k)) ~ g(k) X4 A X, A X3 A®)
Izdvajanje znacajki
E(k) = ¢’D(X(k)) x; ADT x, A@T ., AT
Vektorizacija
£ = pec(FW)
Izlaz: znadajke f&) € R/1/27s




Predstavljena metoda testirana je na hbinarnom
klasifikacijskom problemu skupa klinickih slika melanoma
i benignih nevusa dostupnih na arhivama [67], [68], [69],
[70]. Ukupno je sakupljeno 90 slika melanoma i 90 slika
benignih nevusa. Sa svake slike je izrezan dio oko same
lezije, tako da slika ve¢im dijelom sadrzava samu leziju. Za
nelinearno preslikavanje koristena je Gaussova jezgra, a
skup {v;, ..., v} dobiven grupiranjem piksela svake slike k-
means algoritmom uz D=40. Za Kklasifikaciju su koristeni
linearni i nelinearni SVM klasifikatori, dok je tocnost
klasifikacije procijenjena dvostrukom krosvalidacijom sa
100 ponavljanja. Parametri klasifikatora, jezgre za EKM i
dimenzije jezgrenog tenzora odabrane su krosvalidacijom.
Dobiveni rezultati su usporedivi sa rezultatima do sada
prijavljenima u literaturi i prikazani su u tablici 2 [71].

Tablica 2: Rezultati klasifikacije melanoma

U1, J2J3) linSVM polySVM rbfSVM

20.046.2 8.314.1 81.845.2

(10,12,12) 96.2+3.1 99.4+1.1 87.2+4.1
d=2 0'0218

18.446.7 8.244.1 82.145.2

(11,12,10) 95.0+3.2 99.8+0.6 86.9+4.2
d=2 Jc:].g

Osjetljivost i specificnost u % (srednja vrijednost + standardno
odstupanje)  procijenjene  dvostrukom  krosvalidacijom.
Optimalne vrijednosti parametara Klasifikatora su dane u
tablici (d-stupanj polinoma za polinomski SVM, oc-Sirina
Gaussove jezgre za rbfSVM za Gaussovom jezgrom).
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